ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES
ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’AERONAUTIQUE, DE TECHNIQUES AVANCEES,
DES TELECOMMUNICATIONS, DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE
DE LA METALLURGIE ET DE L'INDUSTRIE DES MINES DE NANCY,
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE
ECOLE POLYTECHNIQUE (OPTION P)
DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1977
( DUREE : 4 heures )

Correction

Partie I

1. Pour tout ¢ € R, la fonction f, ; est continue sur [0, +o0|.
e Sit <O, EIE fat(z) = 400, et donc f,; n’est pas intégrable sur [0, +o0].
X (o]

1
e Sit>0,0na lirf far = 0,donc foi(z) = o () au voisinage de +oo, donc f,; est intégrable
r—r—+00

2
sur [0, +o0[.
(0%
e Sit=0, fao(z) = : j_ 5 ~ —— au voisinage de +oo, donc f, o est intégrable si, et seulement si,
X X
ac[0,1].

En conclusion, f,; est intégrable si, et seulement si, (o, t) € C = R* x RY U [0,1[x{0}

2. (a) Appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange d’ordre 1 a la fonction exp sur le segment I d’extrémités
0 et n’importe quel réel u. On a donc:

2
Vu eR, |e" —1—u| < %max|exp(u)|.

tel
Mais, par croissance et positivité, on a :

max | exp(t)| =

tel

e’ siu>0
1 siu<0

Donc dans tous les cas max lexp(t)] < el“l. D’ou I'inégalité :
€

2
u
VueR, le" —1—u| < ?e‘"‘.

. . t
Nous en déduisons, en particulier, que pour tout z > 0 et |h| < 50 ona:

2,.2 2.2
e~ 1 4 ha| < 1T glhal < P27z
2 2
Oéeftow
On multiplie ensuite par le réel positif T2 pour déduire
x
xae*(hﬁ‘/o)x Qe toz patlo—tox B2 p0 2, —:;to

_ h n~xr—"e 2z
1422 22 " "Tire2 |52 1122

ol chacune des fonctions intervenant dans cette inégalité sont intégrables sur [0, +-o00[ ( la question
précédente ). L'inégalité triangulaire intégrale et réduction au méme dénominateur conduisent alors

a:
D, (tg+ h) — Py(t h t
- ) o <|2|(I)a2(20>'

h

+ Pa1(to)




(b) La question précédente montre que @, est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout ¢ > 0,
(1) = ~ D1 (1):
Cette égalité permet de montrer par récurrence que ®,, est de classe € (k € N* ) sur |0, +oc] et que
Ve >0, ) = (=1) Do 1(t).
En particulier,
o0 1
V>0, Bo(t)+ () = / et = 7.
0

—tx 1
3. D’autre part,ona 0 < fo(z) = 1e+ . <e ", donc0 < ®g(t) < 7 Ainsi tilgl Po(t) = 0.
oo

4. ¢ — @y est solution de 'équation y” + y = 0, donc ¢ — ® est 2r-périodique et tend vers 0 a l'infini, donc
¢ — ® est nulle et donc ¢ = ®g.

Partie 11

1. Une intégration par parties donne :

dew _ MX_ dex
/ ==

x x " x2
_cos(u—v) cos(X —v) /X cos(z — v) da
N T X u x2
— 1 +oo — X —
On a M < —, donc l'intégrale de existe, et comme lim M = 0, alors
22 x2 w x2 z—+00
e ) T sin(z — v) )
I'intégrale impropre de existe et vaut
_ +oo _
cos(u —v) / cos(m2 v) d.
x w x
2. (a) Soients >eth € Rtelsques+h >0,0na:
+0o0 +oo
R(s+h) - R(s) = / . Py = / p(y)dy
s+ S
—+o00 S “+o0o
= / p(y)dy + / p(y)dy — p(y)dy
s+h s+h s+h
= / p(y)dy = F(s) — F(s+ h) ou F estune primitive de p
s+h
R h)—R F h) —F
D’ot lim (s 4 1) () = — lim (s £ 1) () = —p(s), donc R est dérivable ( et méme de classe
h—0 h h—0 h
€ car p est continue ) sur |0, +-00[ et R’ = —p.

(b) D’apres la définition de fona:

Et on a aussi




+oo +0o0

sin x Ccos T

drett —
X t xr

sur |0, +oo], donc sont elles-mémes de classe ¢°°, de méme que les fonctions cos et sin. On en déduit
que f est indéfiniment dérivable sur |0, 4+o0|.

Pour toutt > 0,ona:
+00 o3 +o0o
sinx CcoS X
f(t)=— sint/ dz — cost/ dz.
t t

Les fonctions t —

dz sont des primitives de fonctions de classe ¢

T X
et + 2 + 2

*sinx sin“ ¢t * cosx cos“ ¢ 1

f”(t):—cost/ dx + —i—sint/ dz + =—f(t)+ -.

¢ x t ¢ x t t

“+00
cos cos
On a, pour t > 0, 7362 < —, donc on peut déduire que lim %dx = 0, en
(t+x) (t+z)%’ t—+00 (t+ x)

conséquence t£+moo f(t)=0.

sin x

3. (a) Soit g(x) =

parties, onapourtoutr > 1:

xg = T | st — COStdt
/1(t)dt @) 4 cos1 /j ®)

définie sur [0, +-00[ ( se prolonge par continuité en 0). A I'aide d"une intégration par

x t2
, ) — cos(x)
D’une part, lim + cos1 = cos 1.
r—>—+00 x
cos(x cos(x 1
D’autre part, z — (2 ) est intégrable sur [1, +-o00, ¢ (2 ) < —, donc
T T z
T cos(t 3
lim oslt) 4y / os(r) g
g—too Jy t [M4oo] T
+°0 sin(t)

I en résulte que l'intégrale / ———=dt est convergente.

0
(b) Soitt > 0,ona:

’f(t) _/OJFOO sinxdx

T

+0o0 o3 _ +00 o3
_ / sin(x t)d:c _/ sinw
t 0

X X

+0o0 o3 +00 o3
_ / sm(:v)dgE B / smxdx‘
0 x + t 0 X

el

sin x
x + t
sin T sing
< dz| + ——dz
(z+t)x 1 (z+t)x

1 dx oo dx 1
<t + =) =t(1+m(1+=
0 x4+t 1 1’2 t

Le terme a droite tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, d’ot1, en tenant compte de la question 3.

/ Sm‘”dx_hmf( t) = lim ®o(t) = Pp(0) :/ de_ _

T
x 0 1+22 27

4. D’abord par une intégration parties, on a les relations :

T gin z 1—cosz]t™® T 1 —cosz T —cosz
dop= [— B8 [ 2T g, [ S gy,
0 xr a 0 0 X 0 xr

3




1.
2.

et

oo /gin g 2 sin2 217> T 9¢inz cosx T gin 2z T
de = |- + ——dz = dzr = —.
0 x x ]y 0 z 0 T 2

1 4r) -1 1 2z) — 1
Par linéarisation sin*z = = cos(4z) - = c0s(22) ,d’ot1
8 x? 2 a2

/+oo Sinixdac _ 1/+°° 1— 0025(253) s — 1/+OO 1- COQS(4$)d:L‘
0 2 T 8 0

T T
/ cosx 1/+°°1—cosx
= de — = ——dx
2 0 1'2
o
47
Une intégration par parties donne
T sint ¢ sinfz]7° 4 [+ sindzcosz
B} dl‘ = — 3 + - 73(1.1'
0 T 3z° |, 3 Jo T
4 Sll’l I COSX too e 3sin? x cos? & — sin* z
= - + - 5 dx
3 0 2 0 X
2 > 3gin? x( —sin?z) —sin*z o0 sin? ¢ 8 [T sintz
_ / ) da::2/ dx/ dar
3 x? 0 x? 3 Jo z?
_ 7r 8 T
N 2 34 3

Partie III

Les deux intégrales sont absolument convergentes, donc sont convergentes.
(a) Par des intégration par parties et des changements de variables, ona: On a

B T gin(tx)
G(t) = /0 mdx

oo 1 T
= /0 sin(tx) (x 13 x2> dz

. J’_Oo .
sin(tx) do — / x sm(ta;) dz
X 0 1 + x

sin u T 4 sinu
dz — ﬁ)du
u 0 u +t

+00 U
+ / (cosu) ———)du
0

u? 4+ 2

n wcosu ] T /+°° cos U ,d
—_ — u| ——= U
u? +12 ], 0 u? + ¢2

+oo t2 _ U2
— / ———cosudu
0

(u? +t2)2
—+oo tQ 2
/ L cosudu
0

+
3

Il
IR oY oY S— S—
+
8

D’autre part, on a

+oo
< / diu = 1, donc lim G(t) =
0

(u? + t2)2 u2+¢2 2t t—+o00 2
(b) Le théoréme de continuité des fonctions définies par des intégrales, montre que 1’application
400 t2
t— / RCEITIV] % 5 cos udu
(u? +1t



. . . @
est continue sur R, elle est de méme de la fonction G, et comme G(t) tend vers 5 quand [t| tend vers

400, alors GG est bornée sur R.
Enfin, pour tout u,v € R,ona:

/+oo sin(uz) — Sin(vaz)dz < /+°° x|u — v do — z|u oy
0 z(1+ 22) —Jo x(l42?) 2 ’

Glu) - G(w)| =




